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Postovani daci 1 ljubitelji matematike, nadamo se da ¢e vam ovi zadaci o¢vrsnuti
zelju za radom i promisljanjem i da ¢e reSavanje ponudenih zadataka poboljsati kvalitet
matematickog razmis$ljanja i dovesti vas do lakSeg i elegantnijeg reSenja. Nadamo se,
takode, da cete otkriti svoje sklonosti i sposobnosti, pokrenuti dovitljivost 1 doziveti
napetost i trijumf pronalazac¢a. Jer — ko jednom okusi radost u matematici...

Zadatak 1. Dokazati da je broj 12015 4 22015 4 32015 4 ... 4 20152015 deljiv sa 2015.

Resenje: U ovom zbiru jedan sabirak, 2015*"je deljiv sa 2015. Ako uo&imo da se
preostalih 2014 sabiraka mogu grupisati u grupe od po dva sabirka, 12015 j 20142015,
22015 1§ 20132015 i iskoristimo poznatu relaciju a?™*! + b?"*1 = (a + b)(a?" —
a’®1l.p+--+a-b?>"1—p?), neN, dobicemo jos 1007 sabiraka deljivih sa
2015, pa ¢e ceo zbir biti deljiv sa 2015.

Zadatak 2. Dokazati da je 2015,999...=2016.

ReSenje: Radi krac¢eg pisanja, ozna¢imo sa broj 2015,999 ... sa a. MnoZenjem ovog

broja sa 10 dobijamo 10a = 20159,999 ... , odnosno 10a = 18144 + a, odakle je

a= 18;44 — 2016.

Zadatak 3. Odrediti prirodne brojeve koji imaju osobinu da je njihov zbir jednak
njihovom proizvodu i jednak broju 2015.

ReSenje: Kako je 2015 = 513 - 31, moguce su slede¢e kombinacije:

5+13+31+1+1+1+-+-+1 =5-13-31-1-1-1-..-1=2015
1966 1966

65+31+1+1+1+-+-+1 =65-31-1-1-1-...-1= 2015
1919 1919




155+13+1+1+1+-+-+1 =155-13-1-1-1-...-1= 2015

1847 1847
5+403+1+1+1+-+-+1 =5-403-1-1-1-..-1=2015
1607 1607

Zadatak 4. Odrediti vrednost polinoma P(x,y) = x2°15 + 2016 y, ako je x2 + 2x +
y*—4y+5=0.

Resenje: Razlaganjem uslova zadatka x? + 2x + y? —4y +5 = 0 dobijamo da je
(x + 1)2 + (y — 2)? = 0, odakle, blagodare¢i ¢injenici da je zbir kvadrata dva realna
broja jednak nuli akko su oba broja jednaka nuli, zaklju¢ujemo da je x = -1 1y = 2.
Zamenom ovih vrednosti dobija se P(—1,2) = (—1)2°1> + 2016 -2 = 4031.

Zadatak 5. Koliko ima brojeva manjih od 102"

broj cita sleva udesno ili sdesna ulevo?

cija se vrednost ne menja bilo da se

ReSenje: Trazeni broj moze imati 2n ili 2n — 1 cifara, i tada ima oblik xyz ...aa ... zyx
ilixyz..a..zyx.

U oba slu¢aja imamo po 9-10-10-...- 10 = 9 - 10"~ brojeva. Dakle, brojeva koji su
n-1
manji od 10%°%> ima

9+ 9+9- 10 +9-10 + 9- 102 + 9 - 102 4 -+ 9 - 101006 4 9. 101006 4 9. 101007 =

101007_1

18(1 + 10 + 102 + --- 1019%) 4 9 - 101007 = 18 +9-101007 = 11.

101007 — 2,

Napomena: Brojevi ovog oblika nazivaju se palindromski brojevi.

Zadatak 6. Da li medu brojevima od 1 do 10°°* ima vise onih kod kojih je zbir cifara
jednak 2, ili onih kod kojih je prozvod cifara jednak 2?

ReSenje: Trazeéi brojeve Ciji je zbir cifara jednak 2, mi ustvari trazimo broj n-torki
(x1, X3, .., Xp), gde je X7q x; = 2, x; € N, x; # 0. Trazena reSenja su oblika
(1,1,0, ...,0,0,0), (1,0,1, ...,0,0,0), ... , (1,0,0, ...,0,1,0), (1,0,0, ...,0,0,1) i
(2,0,0, ...,0,0,0).

Ovih brojeva ima n.

Sliénim razmis$ljanjem zaklju€ujemo da i1 brojeva €iji je proizvod cifara jednak 2 takode
ima n. To su sledece n-torke:

121,..,1,1,0, (1,12, ..,1,1,1),..,(1L,11,..,1,2,1,(1,1,1,..1,1,2) i
2,1,1,..,1,1,1).

I jednih i drugih brojevaimapo 1+ 2 4+ ---4+ 2015 = 1008 - 2015.
Zadatak 7. Rastaviti na ¢inioce izraz x* + 2016 x? + 2015 x + 2016.
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Resenje: Dodavanjem i oduzimanjem monoma x3 i kori$éenjem formule za razliku
kubova, dati izraz postaje

x*+ 2016 x2 +2015x + 2016 =x*+ x3+x?+ 2015 (x? +x+1) + 1 —x3
=x2(x’+x+1)+2015 (x> +x+ D+ 1 —-2)x*+x+1)
=(x?+x+1) (x> —x+2016).

Zadatak 8. Da li je moguce da povrsina trougla cije su sve stranice veée od 2015cm
bude manja od 1cm??

ReSenje: Naredni primer ¢e nam dati potvrdan odgovor na prethodno pitanje. Neka je
dat jednakokraki trougao ABC,AC = BC, kod koga je AB = 5000 cm i visina CC; =
1

—cm.
5000

AB'ZCCl — %sz’ aAC = BC > ATB = 2500 cm > 2015 cm.

Tadaje PAABC =

Zadatak 9. Dokazati da broj 21 + 22 + 23 + .- + 22014 4 22015 prj deljenju sa 15 ima
ostatak 14.

Resenje: Ako uo¢imo da je a; = 2,q = 2 in = 2015, primenom formule za zbir prvih
1_22015

- n - -
n ¢lanova geometrijskog niza S,, = a, % , dobijamo da je Syp15 = 2 —

22016 - 2.
Kako je 22016 =, . (24)509% =, 1, dobijamo da je S,p15 =15 14.

Zadatak 10. Uprostiti izraz

52016
A=1—x+x>—x3 4 4 x2014 _ 52015 4
1+x
Ce . 2014
1 izraCunati njegovu vrednost za x = — 2015
Resenje: Dati izraz je jednak
52016
A=1_x+x2_x3+_“+x2014_x2015+
1+x

T4 x—x(1+x) +x*(1+x) — -+ 220 (1 4+ x) — x20(1 + x) + %2010

1+x
14 % —x—x2 4+ x2 4 x3 — oo 4 52015 _ 42015 __ ,.2016 | ,.2016 1
- 1+x “1+x
Zax = —% dobijamo da je vrednost izraza A = 2015.

Zadatak 11. Dokazati da je 2—15 + ;18 et

1
— < -
811 2015-2018 6
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ReSenje: —+ —+—+ -4 ——=2(Z4 24 2 )=
811 2015-2018 811 2015-2018

1(5—2+8—5+11—8+ +2018—2015)_
3\2:-5 5-8 8-11 2015-2018 /)

1(G-5) G0+ G50+ (s~ m)) =

Zadatak 12. Dokazati da je

2015 + (— %)2 + (— %)4 + (— %)6 + (— %)8 Foet (—ﬁ)198 < 2016.

Resenje: Jednostavnim transformacijama pocetnu nejednakost svodimo na

(%)2 + (%)4 + ($)6 + (%) + o+ (1;0,)198 < 1, odakle, koriste¢i Cinjenice da je

n! n n n

(l)a < (l)ai (l)a < (l)b, a,b,n €N, a > b, dobijamo da je
1\ 1\t 1\ /108 1
(z +(§) +(a) +(a) +"'+(m)

4 6 8

) +6) 6@ 6+ (m
<O )

198

198

.1 1 .1 1 1 . .
Sada, kako znamo da je =< evrrl el e s AL € N\ {1}, imamo da je
B +6) +6) @) ++ () <tat st
2 4 100 1-2 2-3 3-4 99 -100
_1 1 1 1+1 1+ 4 1 1 — 1 1 <1
“17 22737373 99 100 100

Time je pocetna nejednakost dokazana.
Zadatak 13. Dokazati da je
logl—log?2 +1log3 —log4 + ---+10g 2015 — log 2016 < —1.
ReSenje: Neka je A=1logl—log2+log3—log4+--+1og2015 —log2016.

1.3.5. “ee .2015

Primenom osnovnih pravila logaritmovanja imamo da je A = log ———————

. Kako je
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1 2 3 4 2015 2016 - - 1 3 5 2015 2 4 6 2016
- == = e, — —, imamo da je == bk LT TR —
2 34 5 2016 2017 2 4 6 2016 3 5 7 2017
1 1 .
0dnosno 24 < log—— < log— = —2, odakle je A < —1.
2017 100

2015
Zadatak 14. Dokazati da je log,g15 1082015 \/2015\/ ... 2°13/2015 = —2015.

2015

2015
ReSenje: Neka je logypis51082015 \/2015\/---2015\/201 = —x. Odavde, Kkoristeci

2015

. . . . 2015 12015 2015 1 \*
osobinu logaritma imamo da je log,oqs \/ Ve TR/201 :(ﬁ) , odnosno

2015

2015 1"
JZOlS . 285015 = 2015(%) . Odavde, koriste¢i osobinu korena imamo da je

2015
1 )2015

2015 (o

1 X
= 2015(M) , odakle zaklju¢ujemo da je x = 2015.

Zadatak 15. Nadi faktorizaciju najmanjeg prirodnog broja koji ima tacno 2015
razlicitih delilaca.

ReSenje: Neka je n prirodan broj i n=p;% - -p,%-..--p,% njegova kanonska
faktorizacija, gde su p; prosti brojevi, p; < p, < - <py, a; €N (i €1, k). Broj
delilaca brojan je t(n) = (ay + ) (ay, + 1) - (ap + 1).

Kako je 2015 = 5-13 - 31, moguca predstavljanja broja 2015 su:
2015 = 2015; 2015 = 5-403; 2015 = 13- 155;2015 = 65-31; 2015 =513 - 31.

Svakom od ovih predstavljanja odgovara po jedan najmanji prirodan broj sa ta¢no 2015
razli¢itih delilaca. Uporedivanjem njithovih faktorizacija

n, = 22014-. n, = 24-02 . 34-. ns = 2154- . 312. Ny = 264- . 330. Nng = 230 . 312 . 54-
zakljucujemo da je ng najmanji od ovih brojeva.

Trazena faktorizacija najmanjeg prirodnog broja koji ima ta¢no 2015 razlicitih delilaca
je 230 . 312 . 54-_

Zadatak 16. [zratunati 2 - \/1 + (V504 + 1)\/504 — /2017 — 2v2016 .

Resenje: Kako je 2017 — 2v/2016 = (+/2016 — 1)? imamo da je
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2 -j1 + (V504 + 1)\/504—\/2017—2«/201 =

2 -j1 + (V504 + 1)J504— (V2016 — 1) =2 -J1+ (v/504 + 1)v/505 — V2016,

a kako je 505 — V2016 = (\/504 — 1)2, izraz postaje
2 J1 + (V504 + 1)(v/504 — 1) = V2016.

Zadatak 17. Milica i Uros igraju igru “Ko ¢e pre do 2015?”. Milica otpocinje igru 1
bira bilo koji broj od 1 do 9. Uros nastavija igru tako §to na prvobitni btoj doda neki
broj od 1 do 9 i tako dalje ... Pobednik je onaj ko pre stigne do 2015. Ko ¢e pobediti
ako uspostavi optimalnu strategiju, Milica ili Uros?

ReSenje: Ako Milica izabere broj 5, onda ona kontrolise niz 5, 15, 25, ...,2005, 2015,
tako Sto na svaki UroSev broj doda komplement do 10. Prema tome, ako za prvi broj
izabere 5, i postuje prethodnu strategiju, Milica sigurno pobeduje.

Zadatak 18. Na Kopaoniku su radile tri masine za pravljenje vestackog snega. Posle
nekog vremena druga masina se pokvarila, a nakon dva sata rada ostale dve masine,
napravljeno je 2016m? snega. Odrediti posle koliko vremena se pokvarila druga masina
ako se zna da prva i druga masina obave istu kolicinu posla za Cetiri sata, druga i treca
za 5 sati i da je druga masina duplo brza od trece.

Resenje: Radi lakSeg reSavanja, uves¢emo novu veli¢inu, snagu, oznacenu sa p, koja ¢e
predstavljati odnos napravljene koli¢ine snega u jedinici vremena (h oznacava jedinicu
vremena a x trazeno vreme). Na osnovu uslova zadatka imamo da je

x(py + py + p3) + 2h(py + p3) = 2016 m?,
4h(p; + p,) = 2016 m?,5h(p, + p3) = 2016 m?,p, = 2ps.

2
Zamenom odnosa nepoznatih u jednacinama dobijamo da je p; = 134,4 mT,pz =
2 2
268,8 mT i p; = 235,2 mT, odakle uvrStavanjem u prvu jednaCinu dobijamo da je
x = 2h. Dakle, druga masina se pokvarila dva sata nakon pocetka rada.
Zadatak 19. Odrediti re$enja jednacine 2% — 2b? = 2016 u skupu celih brojeva.

ReSenje: Jednostavno se zakljucuje da je a = 11. Deljenjem jednacine sa 2 dobijamo
da je 2471 — b2 = 1008, odakle, kako su 241 i 1008 deljivi sa 16, sledi da i b?mora
da bude deljivo sa 16.

Podetna jednacina sada glasi 247> — k? = 63, gde je k = 2. Kako je k? =5 1, a mora
da bude neparan broj.
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Formiranjem razlike kvadrata i rastavljanjem broja 63 na ¢inioce dobijamo da je

(ZaT_s—k)(ZaT_s+k)=1-63=3-21=7-9

a->5 a-5
e Akoje2z +k=63122 —k=11iobrnuto, sabiranjem jednac¢ina dobijamo
a—5
daje2 2z =32, 0dnosno daje a = 15, pa je odatle k = +31,b = +124.
a—-5 a—5
e Akoje2z +k=21i22 —k = 3iobrnuto, nema resenja.
a->5 a—>5

e Akoje2z +k=91i22 —k=71obrnuto, sabiranjem jednacina dobijamo
a—>5
daje22 = 8,0dnosnodajea =11, paje odatle k = +1,b = +4.

Dakle, jednacina ima Cetiri reSenja: (a, b) € {(11,4), (11, —4), (15,124), (15, —124)}.

Zadatak 20. Zbir trocifrenog i cetvorocofrenog palindroma iznosi 2015. Odredi te
brojeve.

ReSenje: Kako su palindromi &etvorocifren ABBAi trocifren CDC broj, lako se
zakljuCuje da je A=1 1 C =4, jer bismo u suprotnom, da je A =2, dosli do
kontradikcije. Odavde imamo da je 1BB1 + 4D4 = 2015, odakle je 110 B + 10D =
610. Proverom dobijamo da je B = 51 D = 6. TraZeni brojevi su 1551 i 464.

Zadatak 21. Resiti jednacinu p;i - qi* ri® = 2016 - s, ako vaZi da je bi=a-b;a # b
prosti brojevi; p, q, r, S su razliciti prosti brojevi, a pj predstavlja proizvod prostih
brojeva ne vecih od p.

ReSenje: Kako je bij= a - b i a i b su razliditi prosti brojevi, zakljuCujemo daje a = 2 i
b =3.

y . ‘ . pirgitrid 5. 22
Sada pocetna jednacina postaje B 2016 =2~ -3-7.
Kako 2|kj, za svaki prost broj k, mora da vazi da je r = 2 (u suprotnom bismo imali
kontradikciju).
Kako 5 t 2016, na levoj strani jedna¢ine ne sme da se nade broj 5, pa zato vazi da je
p=5is>5iq=3.
Kako 7|2016, zaklju¢ujemo daje s < 7,0daklejes =5ip = 7.

Zadatak 22. Odrediti ostatak pri deljenju polinoma P(x) = x2°16 — 2015x2015 —
2014 polinomom f(x) = x? — 2016x + 2015.

Resenje: Na osnovu Euklidovog algoritma znamo da je ostatak r(x) = ax + b najvise
prvog stepena i imamo da je

P(x) = x2016 — 2015x2915 — 2014 = (x — 1) - (x — 2015) - Q(x) + ax + b.
Odavde je P(1) =—4028=a+b i P(2015) = —2014 = 2015a + b, odakle se,
reSavanjem jednostavnog sistema dobijadajea = 11 b = —4029.
Dakle, trazeni ostatak je r(x) = x — 4029.

Zadatak 23. Da li postoji bijekcija f: R — R takva da za svako x € R vaZzi
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F(F0)) = f(x) = 156 x + 20157

Resenje: Linearna funkcija f: R = R, f(x) = kx + n je bijekcija akko je k # 0. Tada
jef(f() - fx) =k(kx +n) +n— (kx +n) = (k2 —k)x + kn.Ako za  neku
funkciju vazi da je f(f(x))— f(x) = 156 x + 2015, sledi da je k% —k =156 i
kn = 2015. Jedno od reSenja (celobrojno) je k = 13 i n = 155, pa je jedna od traZenih
funkcija (bijekcija) f(x) = 13x + 155.

Zadatak 24. Dokazati da je 2016. ¢lan Fibonacijevog niza deljiv sa 2016.

Resenje: Podsetimo da je Fibonacijev niz (F,) definisan sledeCom relacijom:
Fb=1F =1,F,,, =F, + F,;1,n €N,.

Sada konstruiSemo niz (R,,) €iji su elementi dati relacijom:

Ry=Fy=1,R,=F, =1,R,,, = (R, + Ry;1) mod M, n,M € N,.
Nije tesko pokazati da R, = F, mod M, odnosno sada moZzemo generisati niz ostataka
pri deljenju n-tog ¢lana Fibonacijevog niza prirodnim brojem M.
Posmatrajmo nizove ostataka Clanova Fibonacijevog niza pri deljenju sa 2,4,6,7,8,9 i
32.
Niz ostataka pri deljenjusa 2 je 1,1, 0, 1,1,0, ..., odakle vidimo da se ponavlja niz od tri
broja, pa zaklju¢ujemo da je 2016. ¢lan niza deljiv sa 2.
Niz ostataka pri deljenju sa 4 je 1,1,2,3,1,0,1,1,2,3,1,0, ..., odakle vidimo da se
ponavlja niz od Sest brojeva, pa zaklju¢ujemo da je 2016. ¢lan niza deljiv sa 4.
Niz ostataka pri deljenjusa 7 je 1,1,2,3,5,1,6,0,6,6,5,4,2,6,1,0,1,1,2,3,5,1,6,0,6,
6,5,4,2,6,1,0, ..., odakle vidimo da se ponavlja niz od Sesnaest brojeva, pa zakljucujemo
da je 2016. ¢lan niza deljiv sa 7.
Niz ostataka pri deljenju sa 8 je 1,1,2,3,5,0,5,5,2,7,1,0,1,1,2,3,5,0,5,5,2,7,1,0, ...,
odakle vidimo da se ponavlja niz od dvanaest brojeva, pa zakljucujemo da je 2016. ¢lan
niza deljiv sa 8.
Niz ostataka pri deljenjusa9jel,1,2,3,5,8,4,3,7,1,8,0,8,8,7,6,4,1,5,6, 2, 8,
1,0,1,1,2,35/8,43,7,1,8,0,8,8,7,6,4,1,5,6, 2,8, 1,0, ..., odakle vidimo da
se ponavlja niz od 24 broja, pa zaklju¢ujemo da je 2016. ¢lan niza deljiv sa 9.
Niz ostataka pri deljenju sa 32 je 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 2, 23, 25, 16, 9, 25, 2, 27, 29,
24,21, 13, 2,15,17,0,17, 17, 2,19, 21, 8, 29,5, 2, 7, 9, 16, 25, 9, 2, 11, 13, 24, 5 29,
2,31,1,0,1,1,2,3,5, 8,13, 21, 2, 23, 25, 16, 9, 25, 2, 27, 29, 24, 21, 13, 2, 15, 17, O,
17,17, 2,19, 21, 8, 29,5, 2,7, 9, 16, 25, 9, 2, 11, 13, 24,5 29, 2, 31, 1, O, ..., odakle
vidimo da se ponavlja niz od Cetrdeset osam brojeva, pa zaklju¢ujemo da je 2016. ¢lan
niza deljiv sa 32.

Kako je 2016 = 329 -7, 2016. ¢lan Fibonacijevog niza je deljiv sa 2016.

Napomena: Fibonacijev niz predstavlja rekurzivno definisan niz u kome su prva dva
¢lana jednaka 1, a svaki naredni ¢lan jednak zbiru prethodna dva.
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Zadatak 25. Odrediti prirodne brojeve koji zadovoljavaju jednakost
x12 + x22 + .-+ x20152 = 2050.

Resenje: 1z uslova zadatka je o¢igledno da su neki od brojeva x5, x5, -**, X5015 jednaki
1.

Neka je xq, x5, , X # 10 X1 = Xy = =+ = X015 = 1. Tadaje x;2 + x,%2 + -+ +
Xk = A4k i Xppq® + Xpy? + o+ Xp0152 = (2015 — k) - 1, odnosno 2050 = x,2 +
X% 4+ 4 X015 = 3k + 2015, odakle zaklju¢ujemo da je k < 11.

Dakle, x;%2 + x,% + -+ + x412 + 12 + 12 + -+ + 12 = 2050, odakle sledi da je
2004

x12 + xzz + -+ x112 - 4‘6

Neka medu brojevima x4, x5, -+, x1; Ima njih a sa vrednos¢u 1, b sa vrednoséu 2, ¢ sa
vredno§¢u 3, d sa vrednoscu 4, e sa vrednos$éu 5 i f sa vredno§céu 6. Tada je

a1+b-4+c-9+d-16+e-25+f-36=461a+b+c+d+e+f=11.
Oduzimanjem dobijamo 3b + 8¢ + 15d + 24e + 35f = 35.
e Akojef =1,imamodajeb=c=d=e =0ia=10,odakle je

6%+ 12+ 12 +--+ 1% = 2050.
2014

e Akoje f =0,imamo daje 3b + 8c + 15d + 24e = 35. Odavde, ako je:
1. e=1,imamo 3b + 8c + 15d = 11, odakle, kako je d = 0, dobijamo

daje b = ¢ = 1, 0dnosno 2% + 3% + 5% + 12 + 12 + --- + 12 = 2050.
2012

2. e=0,imamo 3b + 8c + 15d = 35.
Sada,zad = 0imamodajeb =1,c = 4,0dnosnob =9,c =1,
odnosno
22+32+4+32+32432+12+1%2+--+12=2050i
2010
22422422422 4+22 422422422422 +
32+ 12+ 12 + -+ 12 = 2050.
2005
Zad =1imamodaje 3b + 8c = 20, b = 4,c = 1, odnosno
22422 +22 4+ 22+ 32+ 42+ 12+ 1% + --- + 1% = 2050.
2009
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